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Аннотация 
Бул макала сызыктуу бир тектүү жана бир тектүү эмес экинчи тартиптеги 

дифференциалдык теңделер менен биринчи жана экинчи түрдөгү Вольтерранын интегралдык 

теңдемесинин байланышы мисалдардын жардамында иштелип чыккан. Тескерисинче 

жөнөкөй экинчи тартиптеги бир тектүү жана бир тектүү эмес сызыктуу дифференциалдык 

теңдемелерди Вольтерранын биринчи жана экинчи түрдөгү интегралдык теңдемелерине 

келтирилип чыгаруу ыкмасы каралган. Сызыктуу бир тектүү жана бир тектүү эмес экинчи 

тартиптеги дифференциалдык теңделердеги мисаларды Maple программасындагы dsolve 

командасы аркылуу чыгарылышын, сандык чыгарылышын, болжолдуу чыгарылышын жана 

графиги менен көрсөтүүгө мүмкүндүк берет.  Биринчи жана экинчи түрдөгү Вольтерранын 

интегралдык теңдемесинин чыгарылышынын жалгыздыгы жана жашашы боюнча теореманы 

канааттандырганын Коши маселеси боюнча өзгөчөлүктөргө ээ болбогон чекиттерде 

мисалдардын жардамында көрсөтүлгөн. 

Урунттуу сөздөр: дифференциалдык теңдеме, интегралдык теңдемелер, чыгарылыш, 

баштапкы шарт, Коши маселеси. 
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Аннотация. 
В данной статье рассматривается взаимосвязь линейных однородных и неоднородных 

дифференциальных уравнений второго порядка с интегральными уравнениями Вольтерры 

первого и второго рода с примерами. Напротив, предлагается метод сведения простых 
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однородных и неоднородных линейных дифференциальных уравнений второго порядка к 

интегральным уравнениям Вольтерры первого и второго рода. Он позволяет решать, решать 

численно, приближенно решать и строить графики примеров линейных однородных и 

неоднородных дифференциальных уравнений второго порядка с помощью команды dsolve в 

Maple. Решение интегральных уравнений Вольтерры первого и второго рода удовлетворяет 

теореме о единственности и существовании в точках, не имеющих особенностей в задаче 

Коши. 

Ключевые слова: дифференциальное уравнение, интегральное уравнение, решение, 

начальное условие, задача Коши. 
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Abstract. 

This article discusses the relationship between linear homogeneous and inhomogeneous 

second-order differential equations and Volterra integral equations of the first and second kind with 

examples. On the contrary, a method is provided for reducing simple homogeneous and 

inhomogeneous linear second-order differential equations to Volterra integral equations of the first 

and second kind. It allows you to solve, numerically solve, approximate solve, and graph examples 

of linear homogeneous and inhomogeneous second-order differential equations using the dsolve 

command in Maple. The solution of Volterra integral equations of the first and second kind satisfies 

the theorem on uniqueness and existence at points that do not have singularities in the Cauchy 

problem. 

Key words: differential equation, integral equations, derivative, initial condition, Cauchy problem. 

 

Киришүү. Геометриянын, физиканын жана механиканын жана ар кандай маселелерин 

чыгарууда көбүнчө өзгөрмөлөрдү, белгисиз функцияны жана белгисиз функциянын  

туундуларын камтыган теңдемелерге келтирилет. Мындай келип чыккан теңдемелерди 

көбүнчө дифференциалдык теңдемеге же инегралдык теңдеме  деп айтабыз. 

Эгерде белгисиз функция бир өзгөрмөлүү функциялар болсо, анда кадимки 

дифференциалдык теңдемелер деп айтабыз. Эгерде белгисиз өзгөрмөлөр бир нече 

өзгөрмөлүү функциялар болсо, анда теңдемелер жекече туундулуу дифференциалдык 

теңдемелер деп аталат. 

Кадимки дифференциалдык теңдемелерди Вольтерранын интегралдык теңдемесине 

алып келип  болжолду чыгаруу методун карайбыз [3]. Мындай байланыштары бар 

теңдемелерди бирөөнү чыгарып, экинчи теңдеме аркылуу  чыгарылышын текшерсе болоору 

көрсөтүлгөн. Maple  программасынын пакеттердин жардамы менен чыгарылышын көрсөтсө 

болот [1,2,5]. 

 Сызыктуу бир тектүү эмес экинчи тартиптеги дифференциалдык теңдемеси баштапкы 

шарттары аркылуу берилсин  

                                        )()()()()()()( xFxyxqxyxpxyyL  ,     bxa  ,                       

(1) 

00)( yxy  ,     10)( yxy  , 



“А. Мырсабеков  атындагы ОшМПУ жарчысы”                              Научно-методический журнал 

илимий-усулдук журналы. 2025-ж. №.2 (26). 2-Т.     “Вестник ОшГПУ имени А. Мырсабекова”. 2025 г. №2. (26). Т-2 

108 
 

мында )(xq , )(xp , )(xf  берилген ],[ ba  сегментинде белгилүү функциялар жана ушул 

сегменте үзгүлтүксүз,  )(xyy  изилденүүчү функция ),(0 bax   жана төмөндөгүдөй 

шарттарды канааттандырган 

                                              ),(],[)( 2 baCbaCxy  ,                                                                     

(2) 

                                              )()( xfxLy  ,  ),( bax ,                                                                     

(3) 

                                              0)()( 00  xyxy , ),(0 bax  .                                                             

(4) 

 (2)-(4) маселеге туура келүүчү Вольтерранын интегралдык теңдемени тургузуу  үчүн 

биз төмөндөгүлөрдү  колдонобуз 

                                                                )()( xxy  ,                                                                      

(5) 

(5)  деген белгилөөсүн эки жагын тең 0x дөн x  ка чейин интегралдап анда  




 dtttyddxxydx
dx
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x 00

)()()()(   
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00

0
)()()()( ydttxydttty
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x

x

x

x
  

                                  

(6) 

акыркы (6) теңдемесин дагы бир жолу интегралдап жана Дирихленин формуласын 

колдонсок    

                                                         

01

0

)()()( yxydtttxxy
x

x

                                               (7) 

(5) жана (7) эске алуу менен (1) экинчи тартиптеги дифференциалдык теңдемеден жазабыз 

)()()()()()()( 011

00

xfyxydtttxxqydttxpx
x
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






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

















   , 

Акыркы теңдемени өзгөртүп түзүүлөрдүн жардамында 

                   

  )()()()()()()()()( 011

0

xqyxyxpyxfdttxqtxxpx
x

x

  

                  

   (8) 

Деген Вольтерранын экинчи түрдөгү интегралдык теңдемесин алабыз.  

Мында  )()()(),( xqtxxptxK   -ядро,   )()()()()( 011 xqyxyxpyxfxF  -белгилүү 

функция Ryy 01,  

 (8) теңдемеси  0x  чекитинде үзгүлтүксүз жана жалгыз чечими жашайт Коши 

маселесинин (1) чыгарылышы бар жана жалгыздыгы келип чыгат. 
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1-мисал. 0)()(  xyxy , 1)0( y , 0)0( y  теңдемени интегралдык теңдемеге 

келтирүү жолу менен чыгаргыла [4]. 

Чыгаруу.   Биз   )(
2

2

x
dx

yd
  деп белгилесек, анда  )(xy  белгисиз функцияны табуу 

үчүн эки жолу интегралдоо жолу менен   

dttydtt
dx

dy
xx

 
00

)()0()(  ,      1)()()(
0

  dtttxxy
x

 . 

табылгандарды жана белгиленгенди дифференциалдык теңдемеге коюп  

01)()()(
0

  dtttxx
x

 , 

Деген экинчи түрдөгү Вольтерранын интегралдык теңдемени алабыз. Мында  ядро 

txtxK ),( , белгилүү функция 1)( xf . Табылган теңдемени удаалаш жакындатуу 

методу  менен чыгарабыз. Ал үчүн 1)(0 x  тандайбыз. Андан кийин 
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Мындан биз )(x  табуу учун n  пределин изилдесек 

xx
n

xx n

n

n

n
n

n
cos

)!2(

)1(
lim)(lim)( 2

0




 



 . 

Мындан биз n  пределине тапсак  xx cos)(   деген интегралдык теңдеменин 

чыгарылышын алабыз. Бул чыгарылыш теңдеменин дагы чыгарылышы болот. 

Эми ушул дифференциалдык теңдемени Maple программасындагы dsolve командасы 

аркылуу чыгарылган көрсөтөлү. Ал үчүн керектүү командаларды берип [5]. 

>  
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 Тескерисинче, Вольтерранын биринчи жана экинчи түрдөгү интегралдык 

теңдемесинин чыгарылышы менен кадимки сызыктуу бир тектүү жана бир тектүү эмес 

экинчи тартиптеги дифференциалдык теңдемелердин чыгарылышы барабар болушат.   

Эгерде экинчи түрдөгү Вольтерранын интегралдык теңдемедеги 

)()(),()( xfdttytxKxy
x

a

   , ),( txK  ядросу жана )(xf  белгилүү функциялары  х боюнча 

туундуларга ээ болсо, анда бул теңдеме бир же бир нече жолу чыгарылышы бири-биринен 

турактуу чоңдукка айырмаланат.  

Экинчи түрдөгү Вольтерранын интегралдык теңдемесин туунду алуу жолу менен  

эсептелет 

)()(
),(

)(),()()(),()( xfdtty
x

txK
xyxxKxfdttytxK

dx

d
xy

x

a

x

a


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














   ,       (9) 

2-мисал. Экинчи түрдөгү dttyxxy
x

)(1)(
0

 , Rx Вольтерранын интегралдык 

теңдемесин дифференциалдык теңдеме аркылуу чечимин тапкыла.  

Чыгаруу. (9) теңдемени х өзгөрмөсүнө карата туунду изилдейбиз 

)(1))(1()(
0

xydttyxxy
x

  ,        )(1)( xyxy   

Мындан биз  0x  деп интегралдык теңдемеге коюп 1)0( y деген баштапкы шартты 

алабыз. Ал эми бул дифференциалдык теңдеменин чыгарылышы 

  





 Cdx
y

dy
dx

y

dy
y

dx

dy
xyxy ln

11
1)(1)(  

11ln)1ln(lnln)1ln(  xxxx CeyCeyCeyCey  

1)0( y  баштапкы шартын колдонуп 12  xey  деген жеке чыгарылышын алабыз.  

 Текшерүү. dttyxxy
x

)(1)(
0

  интегралдык теңдемесине 12  xey жекече 

чыгарылышын коёлу 

  120221)2(1)12(112 0

0
0

 
xxxxt

x
x eexextexdtexe  

Эми ушул )(1)( xyxy  , 1)0( y  Коши маселесин Maple программасында 

чыгарабыз [4].  

>  
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Деген чыгарылышка ээ болот. 

3-мисал. интегралдык теңдемени dttyxtxxy
t

)()(
0



 

дифференциалдык теңдемеге 

келтирип чыгаргыла. 

Чыгаруу. Теңдемеден х озгормосн кашанын сыртына чыгарсак 













  dttytxxy

t

)()(
0

  

мындан  dttytxz
t

)(1)(
0

  белгилөөү колдонсок, анда  

                                                                    )()( xzxxy 

 

,                                               (*) 

 

барабардыгына ээ болобуз. 













  dttytxxy

t

)()(
0

 эки жагынан х боюнча туунду 

алабыз )()()()(1)(
0

xtyxzxtydttytxz
t


















   

(*) эске алуу менен )()( 2 xzxxz   кадимки өзгөрмөгө ажыралуучу дифференциалдык 

теңдемени алабыз. Демек бул теңдеменин жалпы  чыгарылышы 3

3

)(

x

Сexz  . Мындан биз  

z(0) = 1, болгондо C = 1 болгонун табабыз. Ошентип, теңдеменин чыгарылышы 

3

3

)(

x

xexy  алабыз. 

 4-мисал.                             )()()( xfxyxy  ,   Rx ,                                                     

(10) 

мында )(xf  -функциясы ),( x  үзгүлтүксүз функция, 

                                                              0)0()0(  yy ,                                                                   

(11) 

интегралдык теңдемеге келтирүү аркылуу [6]. 
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 Чыгаруу. (10) теңдемеде 0)( xp  жана 1)( xq , х0=0. Анда (10) жана (11) 

формуласын колдонуп төмөндөгүнү алабыз 

                                                         )()()()(

0

xfdtttxx
x

x

   ,                                                   

(12) 

мында )()( txy  . (12) теңдеменин удаалаш жакындатуу методу аркылуу чыгарабыз.  

txtxKtxK  ),(),( 1 , 

!3

)(
))((),(),(),(

3

12

tx
dstssxdstsKsxKtxK

x

t

x

t


  , 

!5

)(

!3

)(
)(),(),(),(

53

23

tx
ds

ts
sxdstsKsxKtxK

x

t

x

t





  , 

…………………………………………………………….., 

)!12(

)(
),(

12








n

tx
txK

n

n ,         Nn . 

 Анда резольвента төмөндөгүгө барабар болот  

...
)!12(

)(
)1(...

!3

)(
)()1,,(

12
1

3













n

txtx
txtxR

n
n  . 

 Бул катар, )( tx  даражалык катар болот. Анда )sin()1,,( txtxR   жана (12) 

теңдеменин жалгыздык чыгарылышы жашайт 

                              dttftxxfx
x

)()(sin)()(
0

  .                                                                         

(13) 

 (13) теңдемени (11) жардамында жалгыз чыгарылышын табабыз: 

dsdtsfsxtxdttftxdtdssfsxtftxxy
txxtx

)()(sin)()()(])()(sin)()[()(
00000

  .        (14) 

 (14) интегралдоо методу менен чыгарабыз 

dssfsxsxdtsttxdssfdsdtsfsxtx
xx

s

ttx

)()](sin)[()(sin)()()()(sin)(
0000

  .           

(15) 

(14) эске алуу менен (15) теңдемеден төмөнкүнү алабыз 

                                       dttftxxy
x

)()(sin)(
0

  .                                                                           

(16) 
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 Ошентип, (10)-(11) Коши маселесинин жалгыз чыгарылышы жашайт жана 

чыгарылышы (16) интегралдык теңдеме менен аныкталат. 

Корутунду 

Бул макалада биринчи жана экинчи түрдөгү Вольтерранын интегралдык теңдемеси 

кадимки сызыктуу бир тектүү жана бир тектүү эмес экинчи тартиптеги дифференциалдык 

теңдемелердине  алып келип  чыгаруунун методу каралган. Же тескерисинче сызыктуу бир 

тектүү жана бир тектүү эмес экинчи тартиптеги дифференциалдык теңдемелери биринчи 

жана экинчи түрдөгү Вольтерранын интегралдык теңдемесине келтирилип чыгарылган. 

Дифференциалдык теңдемелердин чыгарылыштары Maple  программасында чыгарылып 

көрсөтүлгөн.   
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